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Étude géométrique
du monopole magnétique

P.A. HORVATHY
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Abstract. The motion of a charged particle in thefield of a Dirac monopoleis
studied in a geometricalframework.
The without string.~formalism of Wu and Yang allows for describingthe rota-
tional symnzerrvbut turnsout to be insufficient to treat the Thidden.~symmetries
found recently by Jacki~ This task can bedoneby thegeometricquantization
of Kostantand Souriau. The relation of the two formalismsis explainedin detail.

Résumé.Le ,nout’ementd ‘une particulechargeesoumiseau champd‘u,i monopole
magnétiqueestCtudiédansun cadregEomEtrique.
Le forrnalisme (sanscorde.* de Wuet de Yangpermetd ‘interpreter gèométrique-
ment la symmetricde rotation mais s‘avCre insuffisantpour traiter lessymEtries
~‘cachées, découvertesrEcemmentpar Jackiw. Cette tache estaccompliepar Ia
quantificationgeometriquede Souriau et de Kostant. La relation des deux con-
structions estexpliquëeendetail.

INTRODUCTION

Depuis son introduction par Dirac [1], les physiciensmanifestentun grand
intérét pour le monopole magnétique,malgré l’insuffisance des preuvesexpen-

mentales[3]. C’est plutOt son intérét théoriquequi attire l’attention: ii fournit

en effet l’exemple <<physique> le plus simple mettant en evidence lesaspects

topologiquesdela ,nCcaniquequantique.

Le cadrele plus adaptépour comprendrecetaspectest celui de la géométrie

differentielleet en particularde la théorie desfibres et desconnexions[4].
Les premieresapplicationsde cesméthodes[5 - 13] consistentpout l’essentiel
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a reformuler en termesgéometriquesdes faits bien connus.
Le premier chapitrede ce travail resumece point de vue appelé <<monopole

sans corde>>. Le champ electromagnétiquecréé par un monopolede chargema-
gnétiqueg qui se trouve au repos a l’origine est décrit par uneformede connexion

a sur un fibre en cercies P au dessusde l’espacede configurationQ. Le champ
lui-méme est donné par (h/e)-fois la courbure de a, oü h est Ia constantede

Plancket e estla charged’uneparticuled’essai.
11 se trouve que le champ du monopole est en effet donnépar la formede

surface de la 2-sphere~2, multipliée parg. Ceci implique, par I’isomorphisme

deChern-Weil [4, 14] que la célèbrecondition de quantification

(1) 2eg/h=nEZ

doit étre satisfaite. Pourn ~ Olefibre Pn’estpa.s trivial, c’est-à-dire toute section

s de P au dessus de Q comporte nécessairement des singularités.

P est construit explicitement a partir de la fibration de Hopf de S3 au dessus
de S2.

Un potentiel-vecteur est obtenu en prenant l’image réciproque de Ia forme
de connection par une section locale: A = (A

1) o~i A1dx’ = s*cs. Ceci montre que
l’apparition d’une ligne de singularité- Ia <<corde de Dirac>> [1, 2] - est due a Ia

singularitéinevitablede toutesection.

II résultedu principe du couplageminimal que le Hamiltonien d’une particule
d’essaiest donnépar

(2) H=— —(—ihV—eA)
2.

2m

Le Hamiltonien aussibien queles fonctionsd’ondesontsingulierssur la corde
par consequent[35]. Considéronsdeux sectionslocales.Dans l’intersectiondes

domainesrespectivesnousavonsa notredispositiondeuxdescriptionsapparem-
ment différentes. Mais ces deux descriptionsdoivent étre physiquementCquiva-

lentes,c’est a dire qu’il doit existerune transformationde jauge entreles deux
[11]. Or c’estvrai si et seulementsi la condition(1) est satisfaite.

Les fonctions d ‘onde <<locales>>,c’est a dire cellesque correspondentau choix

des sectionsdonnent naissancea un objet global, notammenta une fonction
equivariantesur P qui, quanta elle, est déjàsanssingularite [16]. Alternativement
[4, 14, 15] on peut les considérer comme des sections du fibre en ligne associé
[11]. Le Hamiltonien (2) s’exprime dans se cadre comme le carré de Ia dérivée

covariante[6].
Le champdu monopoleest aussiIc prototyped’un champdejaugesymetrique

dont Ic potentiel-vecteurn’est pas invariant.
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En effet, un champ de vecteurs X sur Q est appelé une symétrie (infinitési-
male) du champde jauge si sofl action sur le potentiel-vecteur (donnée mathé-
matiquementparunedérivéede Lie) peutétrecompenséeparune transformation

dejauge[17, 18]:

(3) L~A= d(—A(X)+ u)

Géometriquernent[19, 20] ccci revient a demenderqu’il existe un champde

vecteurs~ sur P qui est invariant par l’action de U(l), qui se projette surX et

qui satisfaita

(4) L~cx=O.

Si X est additionellementune isometrie infinitésimale (vecteur de Killing)
pour la métrique de Q, nous obtenonsune symétrie pour la particule d’essai

[20].
Nous disposonsalors,par le théorèmede Noether [18], d’une quantitécon-

servéef.
Dc telles observablcssont, en mécaniquequantiquc, représcntéespar des

opérateursauto-adjointsdeIa forme

(5) f=—ihL~—eA(X)+eu.

Or cet opérateur,exprimé sur l’espace des fonctions équivariantcs,devient

(6) f=—ihLE.

C’est une dérivéede Lie parIc rclèvementquantiquc!

L’exemplc classiquecst cclui du momentangulaire [35, 13]: (5) nousfournit
bien un termesupplémentairerepresentantIa contributiondu champ de jauge
au moment angulaire.C’cst Ia version Abéliennede l’effct appelé<<spin dc I’iso-
Spin>> [18, 20].

Cettedescription<<sans corde>>n’est ccpcndantpascomplètementsatisfaisante.
D’une part, bien qu’ellc permetted’interprétergéométriquementcertainesobser-

vable, die ne fournit toutefois aucuneexplication concernantleurs origines.
D’autre part on découvertrécemment[25] l’existencede symétries<<cachées>>

qui ne sontni dessymétnesde l’espaceseul ni desisometrics.Ii s’agit desdilata-
tions et des expansions(ou transformationsconformesspéciales)[25, 27, 28]:

(7) (x, t)-+ (e~2x,e~t), ~ EIR

(8) (x, t) -÷ (x/(l — Kt), t/(l — gt)) E IR.

Cessymétriesengendrentdesconstantesdu mouvementD et K [25]:

(9) D=tH—p~v/2
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(10) K=—t2JJ+2tD—mJxI2/2

Or, ces observablesdependentexplicitementdu temps.Existe-il une formuic
analogue~(6) pour les quantifier?

L’objectif de cc travail est dc montrer que la quantification gComCtrique

[14, 15],sous la forme proposéc par Souriau [16, 30],permet de donner une
réponseaffirmative a cettequestion.

Le ChapitreII constitueunepremiereétapedanscettedirection. Notre point
de departest l’expressionproposéeparFevninan [21] pour le propagateurentre

deux points (x
0, t0) et (x1, t1) de l’espace-temps:

(11) K(x1, t1 x0, t0) =fcx~[_ S(7)]~7

oU apparait l’action classiqueS(’y) calculéele long du chemin ‘y reliant les deux

pointsconsidérésde l’espace-tcmps.

(12) S(y)=f~dt =f(mv2/2 + eA~v) dt.

Or, la presencedu potentiel-vecteurintroduit ici une singularité.Quellessont

les consequencesphysiques?
Nous répondonsa cette questionen tcrmcs géometriques[16, 22, 23, 24].

Nous reformulons d’abord Ic probléme variationnel en termes d’une 1 -forme0

appelée la forme de Cartan S = 10. Elle est définie sur <<l’espace d’évolution>>

V = TQ xR. Les equationsd’Euler-Lagrangcs’exprimenten demandantque les
extrémalessoientdescourbcscaractéristiqucsde la 2-forme présymplectiquc

(13) o=dO.

Dans Ic cas d’une particule soumise ~Iun champ éléctromagnétiquecette

2-forme s’écrit

(14) u=d(mv~dx—(mv
2/2)dt)+eF=d0

0+eJF.

La formeane contientplus La singularitédu potentiel-vecteur!
Réciproquement,nouspouvonspartird’une forme présymplcctiquea donnée

sur l’cspace d’évolution et définir un problèmevariationnel en intégrant une

solutionarbitraire0 de (13).
Dansle casdu monopoletoute solutionde(13) aura,d’aprês(14), unesingula-

rite dc type <<corde>>. L’action classiquecorrespondantesera définie par consé-
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quent seulementpour des chemins contenusdansIc domain du 0 choisi. En
prenantune autre solution de (13) l’action changerade maniêrc non-triviale.

Observonsque cetteambiguité n’a, au niveaupurementclassique,aucunecon-
sequencephysique:les equationsdu mouvementrestentinchangées.

Pour voir cc qui se passe au niveau quantiqucnotonsd’abord quc l’action
classiqueest toujoursainbigue: en ajoutantunc dérivéctotale df/dt au Lagrangien

elle scra changéeselon S -÷ S+ f(x1, t1) —f(x0, t0)}. Mais cc changementn’a

pasd’effet observablepuisqueil en résultcune multiplication dc l’intégrandde (9)
parun facteurde phasequi ne dependpasdu cheminchoisi. Le propagateurreste

alorsequivalentau précédent.
Essayonsd’appliquer Ic méme raisonnementau cas du monopole:exigeons

que Ia substitutiond ‘une solution de (13) par une autre changele ~‘facteurde

Feynman~par un facteurdephaseinobservable:

(15) exp[~ s]~c(xi~ti;xo~to)exP[~ S]~~cI=1.

Le calculmontrequ’iI en est ainsi si et seulementsi a/h définit une classede
cohomologieintégrale:

(16) uEZ.
2irh

Comptetenude (14)celase réduita la conditiondeDirac (1).
Or, d’après le Iemme de Weil [4, 14, 15], (16) eSt Ia condition nécessaireet

suffisantepour qu’il existe un fibre principal en cercies W au dessusde V qui
est muni d’une connectionw et dont Ia courburcest a/h. Le couple (W,w)-

appeléla <<préquantification>> de(V, 0)-estdonnéexplicitementpar

(17) W=(V~~Q)*P

(18) w=00+ct.

Nous avonsréussi a introduire,pardesargumentsdifférents, les structuresdu
chapitre1!

Avant d’éclaircir Ia relation precisede ccsdeuxconstructions,arrétons-nous
au problèmcdessymétriesclassiques.

La démarchehabituelle [181 en termed’un Lagrangiensc traduit en effet en
appelantsymétrie classiqueun champ de vecteursZ sur V qui laisse Ia forme
a invariante:L~a = 0. La quantitéconservécassociéc- Ic <<moment>>de Souriau-

est une fonction Iinéairc en Z qui satisfaita
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(19) a(Z,.)=—df~.

Toute solution globale de cetteequationfournit un relCvementprCquantique,

c’est a dire un champ de vccteurs Tsur W qui est invariant par l’action de U(l).

qui se projette a Z et qui laisse la forme invariante:

(20) L~w=O

Test donné explicitement par

(21) T=Z+j~

ou Z (resp.~ sont le relèvement horizontal (resp. champ de vecteurs fondarnen-
tal) [4] sur Ic fibre W.

La quantitC Noethérienne se reconstruit dans cc cadre comme

(22) f= h w (T).

Notons l’ambiguité de Ia solution de (1 9) et par consequent du relèvement pré-

quantique.

L’application de ces formules aux translations temporelies et aux rotations
autour de l’origine fournissent les expressions correctes de I’énergie et du mo-

ment angulaire. Pour les dilatationset expansionsnousobtenons

(23) D = — in v (x — v t)/2

et

(24) K=—m(x—vt)
2/2

qui sontidentiquesa celles de Jackiw(9 - 10) Si on y substitue l’énergie.

La terminologie<<relèvementprequantique>>est justiflé au §4: c’est une trans-
formationqui changele facteurde Feynmanparun facteurdephaseinobservable.

Le chapitre III. est consacréa la quantification completedu système.Nous
résumonsd’abord la théorieabstraite.

Soit en effet (M, a) une variété symplectiquepréquantifiable,c’est a dire nous
supposonsl’existenced’un fibre en cercle Y muni d’une connectionw et dont
la courbureest a/h. Une polarisation réelle est un feuilletageF qui est isotrope
et maximal. Les relèvementshorizontauxdes feuilles de F formet unepolarisa-

tion dePlanck ~.

Y/~est un fibre en cercleau dessusde M/F. Les fonctions d’onde sont,en
quantificationgeométriquc,des semi-densités(ou demi-formes[14, 35]) équiva-
riantessur Y qui sont constantessur les feuilles de ~. Une telle semi-densité

se decompose:

(25)
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oü 1 est une fonction équivariante sur Y qui est constante sur les feuilles de

~, tandis que v est une semi -densité sur M/F.

Un prequantomorphisme h se projettant sur le symplectomorphisme g preserve

la polarisation F Si I’image par g de toute feuille de F est encore contenue dans

une feuille de F. Ii preservealors la polarisationde Planck ~. Une tclle applica-
tion se projette en un isomorphismedu fibre Y/~et a un difféomorphismeb
deM/F respectivement. L’opérateurquantiqueassocié a la forme

(26)

oü b(n’) est I’action du difféoniorphismc b sur la semi-densité v. (26) est un opera-
teur unitaire.

Sirnilairement, une symétric préquantiqueT se projettant scion Ia symétrie
classiqueZ qui preserve la polarisation F est representecpar l’opérateur auto-
-adjoint

(27) f(4 v) = —ihLT(~v) = (—ihL~4)v—ih~FL~P

oü X est la projectionde Z surM/F.
Cette théoneabstraitepeut étre réaliséesur l’espaced’évolution V. L’espace

des mouvements- le quotient de V par le feuilletage caractéristiquede a muni
dc la 2-forme induite - est une variété symplectique(M, a). Si (V, a) est admis-
sible, ct est préquantifie par (W, w), Y est Ic quotientde W par Ic feuilletage

caractéristiqucde w. La formc quantiquc w descenda ~ par construction.
Soit q E Q et posons

rénuiondesmouvementsclassiquesqui

(28) Fq:=

passent par q a I’instant t = 0

F = U {F~q E Q} est un feuilletagede W par dessous-variétéisotropcsmaximales
se projettant a unc polansation a (M, a).

La polarisation dc Planck correspondante est obtenue en relevant horizontale-
ment a w Ics courbcscontenucsdansles feuillesde F.

W/,~’—~Y/,~s’identifie au fibre P au dessusde V/F M/F Q. Les fonctions
d’onde (25) deviennentde cctte manière des fonctions équivariantes‘I’ sur P

multipliees parune semi-densitédc Q. En particulicr, si Q est unevariëtérieman-
nienne orientabie,v peut étre choisie d’être le pullback de la racine carrée de

l’élémentde volume canoniquedq. a = (V -+ Q)*V’~.

Les operateurs(26), (27)deviennent

(29) h(’1’V”ã~)= (‘I’ oa) (b(V’~))
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et

(30) f(’P~’~) = (—ihL’)\~ih’1fL~v’~

oü a (resp. ~) sont les projections de h (resp. T) sur P.

En termes locaux associés a une section s de P au dessus de Q Ia correspondance

W -*P devient

(31) 3 (x, v, t, z) ~(q, exp [~S(x,v, t)] z)

ou S(x,a, t) est i’action classiquecalculée le long du mouvement classique entre
les instantso et t. Ccci impliqueque les fonctionsd’ondc usuellest,li = s’t”I’ sont
reiiées aux représententes locales des 4 : W -÷ C par

(32) ~(x, a, t) = exp — S(x, a, t) i,li(q).

Lh J

L’opérateur(27) est exprimélocalementparl’expression

(33) f(~pa) = (—ihL~~p+ (—0(Z) +f)p)v _ihpL~v

et

(34) ~

o~iZ
0 etf0 sont les restrictionsdeZ et de f rcspectivement a t = o.

L’opérateurunitaire(29) s’ecrit a son tour

(35) h(pv)=(F~pog)(ja)

se qui s’exprimesur les fonctionsd’ondeusueiiescomme

(36) ~~)(q) = (exp[~S(g(q, U, 0))] F~(q,a, o) ~ (b(q)(h~)

le facteur de phaseFh ici est défini parla forme localedeh,

(37) h(x, a, t, z) = (g(x, a, t), F~(x,a, t) ‘z)

Les formules précédentess’appliquenten particulier aux symetries<<conformes>>

(7 - 8). Le calcul donne

ih 3
(38) D=— ra/ar+ —

2 2

et
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(39) k=mr2/2.

Ces formules sont identiques a celles données par Jackiw [25].

Signalons finalement quelques problèmes relies mais non êtudiés dans cc
travail.

Notons d’abord que les translations temporelles ne préservent pas la polarisa-
tion quc nous avons choisie; l’boservable associée - l’Cnergie - peut étre quantifiêe
par Ia méthode du <<pairing>> (14, 30, 35]. Cette technique permet d’ailleurs

de faire le lien entre Ia quantification géométrique et la théorie des intégrales

de Feynnian [3 I].

Un autreapplicationconcerneIa diffusion [36].

Signalons aussi les résultats intéressants [9, 33] sur la relation entre le spin et

la slatistiquedesdyons [32].

Avouons finalement que pendant tout le travail nous ignorons I’existence de
chutes sur le monopole cc qui introduirait Ic probièmede régularisation de la

variété des mouvements. Or cc problème semble d’être relié a l’existence des
étatsliés [37].

II est intéressant de noter que les symétrics (7 - 8) sont rcliées a Ia structure

<<conforme>> de I ‘espace -temps non -rélativiste [27].
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Chapitre I.

LE MONOPOLE SANS CORDE

1. § PARTICULE CHARGEE DANS LE CHAMP DU MONOPOLE

Considéronsun monopolede chargemagnétiqueg qui est au reposa l’origine.

Sonchampest décrit parla 2-forme

(1.1.1) F=g~.dx.®dx~E~.~
I x~3 / /

sur l’espace de configuration Q = 1R3\ ~0} lR~x ~2 On constate que c’est
le pull-back par la projection Q ..+ ~2 de &2, la 2-forme canonique de surface

deS2:

(1.1.2) F =g(Q ~52)* ~

Ccci entraine qu’il n’existe pas dc potentiel-vecteursans singularité: F = dA
(oü A = A

1 dx
1) impliquerait en effet, par le théorèmcde Stokesquel’integrale

de F sur une 2-sphere centrée sur l’ongine est nulle. Or le calcul direct donne
4irg, soit, une contradiction.

Le lemmede Poincaré[4, 14, 16] assureparcontrel’existencelocalede poten-

tiels-vecteurs:

(1.1.3) IF = dA

admeten effet une solution danstout ouvertdifféomorphea 1R3. Choisissonspar

example pour U~ (resp. U_) R3\{le demi-axe z positif} (resp. negatif). Des
solutions correspondantes- uniques a une dérivéetotale près- sont donnécsen

coordonnéessphériques(r, 0, 1) parl’expression

(1.1.4) A~= ±g(l~ cos 0)d ~.

Considéronsmaintenantuneparticulechargëesans spin soumise au champ du
monopole. Son Hamiltonien s’écrit, d’après Ic principe du couplage minimal,

(1.1.5) J~=—-——(—ihV—eA)2
2m

oü m est la massede la particule, et A = (A
1) ER

3. Cet opérateurest défini,
bien endendu,seulementlà oü Ic potentiel-vecteurest non-singulier. Sur U~par
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exampleH~ opèresur ~ tandis que sur U_ c’est H (défini par A_) qui opère

sur iii. Dans l’intersection de U÷et de U nousdisposonsalorsdedeuxdescrip-
tions différentes. Pour que le problCme soit pliysiquementbien défini il faut
clairementque cesdeuxdescriptionssoientéquivalentes,c’est-d-direqu’il existe
une transformationdejaugec : U.k. fl U_ —* U(1) telle quedansU~~

(I.l.6.a) ~ (x)=c(x) ~(x)

(I.l.6.b) (A~~lç)(x) = c(x)(I~_i,1i_)(x)

(1.1.5)entrainequ’il en est ainsisi et seulementSi

(1.1.7) A —A÷= (h/c) dc/ic

(1.1.7)s’intégrcimmédiatement:

(1.1.8) c(r, 0, ~) = ~i(2egIh)~/~

C’est une fonction bien définiesi et seulementsi la condition dequantification

(1.1.9) 2eg/h =nE~

est satisfaite.
D’une manièreplus generale,considéronsun recouvrementde Q par desouverts

contractiblesUk danslesquels(1.1.3) admetles solutionsA (k) Soit Hk le Hamilto-

nien correspondant,operantsue la fonction d’onde 1/1k. Les descriptionslocales
sontcompatibless’il existedestransformationsdejauge

(1.1.10) c.k. U~fl Uk—~’U(l)

telles quepour toutx E U1 fl Uk

(1.1.11.a) t/i~(x) = cIk(x) t/1k(x)

(1.1.1 l.b) (17,, t/i.)(x) = cfk(x)(Hk~k)(x)

cc qui est possibfrsi et seulementSi

(1.1.12) ~(k) —A
t’~= (h/c) dcfk/iclk.

La solution de (I. i~l2) est obtenueparintegration:

(1.1.13) c,k(x)= exp [(_ie/h)f (A~’~

øü x
0 est choisi arbitrairementet l’intégration est effectuéeIc long d’un chemin

quelconquejoignant x0 ~ x. c/k est bien définie dansdesdomainessimplement



50 PA. HORVATI-IY

connexes;pour qu’elle soit partourdans U
1 fl Uk, il faut et il suffit que I’on ait

(1.1.14) exp [(ie/h~A(1t] = exp [(ie/h)~At~].

(1.1.14) a éte choisie parWu et Yang [10] commepoint dedepartdela formu-

lation de la théoriede jauge en termesdu <<facteur dc phasenon-intëgrable>~’.
Remarquonsqu’à present nous avonsdémontréque la condition (1.1.9) est

nécessairepour avoir une mécaniquequantiqueraisonnable.La fait qu’ellc soit

suffisantcdécouleradela reformulationgéométriquequiva.suivre.

2.§ REFORMULATION GEOMETRIQUE: REMARQUES GENERALES

Les fésultatsde La sectionprécédentesont susceptiblesd’unc reformulationen

termesde fibreset de connexions[4, 14].
Lesc/kvérifienten effet les conditionsde cocycle

(1.2.I.a) c11 = 1 dans U Vi

(I.2.1.b) c/kckl = 1 dans U1 fl Uk Vj,k

(I.2.1.c) c/kckQ c~.=1 dans U1 fl Uk fl U2 Vj, k, ~.

Les c/k sont par consequentles fonction de transition d’un fibre en cerclesP
au dessusde Q [4, 14, 15, 161. Rappellons-nousque cc fibre défini comme

l’ensemble des classesd’équivalence de paires (x, z) EQ x U(l) ofl (x1,z’)

(xk, z”) six1 = Xk = x E U1 fl Uk et ZI = cIk(x)z”.
La formule (1.1.12) entraineI’existence d’une forme de connexiona sur P.

Ella est donnéelocalementpar

(1.2.2) a = (e/h)A~’~+ dz
1/iz’

da,Ia courburede a,descenda Q; (1.2.2)montrequec’est e F/h.
L’isomorphisme de Chem-Weil 141 identifie I’entier n = 2 eg/h avecIa premiere

classedeCherndu fibre P.
Une section locale de P est une applications d’un ouvert U C Q dansP qui,

composéeavec la projection ir : P —~Q, donne I’identité. Un potentiel-vecteur
A = (A

1)estdéfini enprenantlepull-backdecsparunesection:A1dx
1 = (h/e)s*cs.

Deux sections s~et sont reliées dans l’intersection de leurs domains par une
transformation de jauge sk(x)= c/k(x) s

1(x). Las potentiei-vecteurs correspon-
dant satisfont alors a (1.1.12). (1.1.10 - 12) est uneconsequencedeI’existencedu
fibre P qui, a son tour, découle de Ia condition de Dirac appliquée au recouvre-
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mentde Q parU~U U_.

Considéronsmaintenantlas fonctionsd’onde.Observonsque

(1.2.3) z’1/i
1(x) = z1/ik(x)

si (x, z’) —~(x, z
1’) définissent Ia mémepoint p EP. Nous pouvonsappelercette

valeurcommunede(1.2.3) ‘I’(p).
La fonction ‘I’ ainsi définie est équivariantepar rapporta l’action p -* pz,

z E U(l) de U(l) surP:

(1.2.4) ‘P :P—*C; ‘I’(pz)= z’I’(p), p EP,z EU(l)

Si ‘1’l et ‘1/2 sont deux fonctionséquivariantessurP, Ic produit ‘~‘~ ~ est

fonction sur Q qua nouspouvonsintégrer par la mesureRiemannienneda 1R3
dont Q est unesous-variétéouverte.La produit scalairade ‘1/i et de ‘1/2 estdonné
par

(1.2.5) ~ ‘P2) = f ~
1’P2dq.

L’espaceda Hubert des fonctions d’onde est la complétition de l’espacedes
fonctionséquivariantessurP.

Cette interpretationest équivalantca celle da Wu at Yang [11] qui identifient

les fonctionsd’onde avecdes sectionsd’un fibre enligne. C’est un théorêmebien
connu[4, 14, 15].

Nous voulons trouver maintenantune interpretationgeométriqueaux opéra-

teurs qui représententlas observablesquantiques.

Commançons par l’impulsion:

(1.2.6) (,~‘~1/~’1)(x)= _ihLa 1/’~+ eA~/~. i/i1(x)

oü l’indice j refère au choix d’une sections. et la dérivêede Lie La ast en effat
/ k

Ia dérivéepartialledansIa directionde l’axe k, k = 1, 2, 3.
L’objet géométriquccorrespondantsedéfinit, salon(1.2.3),par

(1.2.7) (~k’P)(p)=Z’p,~’~/Ij(X),p=(x,z’).

Or, l’équivarianceimplique qua c’est exactementla dérivéede Lie de ‘P par
le relévementhorizontal a ~ du champde vecteurs sur Q. Rappelonsquale

relèvementhorizontal d’un champde vacteursX est Ia champde vecteursunique
X qui est invariant par rapportde l’action de U( 1) surP, qui se projette surX
at qui annulela formeda connexion,a(X) = 0. II s’écrit localement

(1.2.8) X(x, z’) = (X(x), (—ie/h)A~’~(X)z’).
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L’opérataurimpulsioneSt parconsequentla dérivéccovarianta:

(1.2.9) = — ihL~.

La Hamiltonianest,d’après(1.1.5),un multiple du carréda jJ =

Avant d’étudiar d’autras observablasécnvons qualquesformulas axplicitas

valablaspour lc monopole.

3. § FORMULESEXPLICITESPOUR LE MONOPOLE

Aprés ces remarques généralas retoumons a l’étudaproprementdita du mono-

pole.
Considéronsla sphere%~plongéadansC2 [16]

(1.3.1) %3={~=(z
1,z2)EC

2I~=Iz
1I

2-l-jz
2j

2=1}

U(1) operasur S3 salon (z
1,z2)-+(z1z,z2z), z E U(l). ~3 ast ainsi un fibre an

cede. Uneorbite de U(l) s’idantifia avec I’imaga réciproquepar in d’un point de
~ Cattaprojection in est donnée par

(1.3.2) (ir(~))k=~uk~, k= 1,2,3

oü las sontdesmatricesde Pauli.

(1.3.3) ~d ~/i

définit, ~sontour,une formade connexionsur

La champdu monopolaest décrit, pour2eg/h = n E ~, par

(1.3.4.a) F: = x

(I.3.4.b) a : = n ~ d ~‘/i

oü Ia variété~ estobtenuea partirde~3 parlaméthodada<<fusion>> = S

le quotientdela 3-sphereparle groupecycliqued’ordren.

53 ~SU(2) peut ëtre paramétrisépar las anglesd’Euler (0, ~, x), 0 ~ 0 ~ in,

O ~ ~ ~ 4ir, 0 s~>~~ 2ir. La matricad’un élémentg deSU(2) s’écrit

+ x)1
2 cos 0/2 ~ sin 0/2

(1.3.5) [g] = e<’~’~2sin 0/2 e1~ x)12cos 0/2

Soit ~~=(l, 0) la <<pole nord>> de S3. Pourtout ~ES~ ii axistaungESU(2)
unique tel qua ~= g ~. On a alors la representation

x)12 cos 0/2
(1.3.6) =

e’~<~2sin 0/2



F~TUDEG~OM1~TR1QUEDU MONOPOLE MAGNETIQUE 53

Un point de ~ est repéré par

e
1’~’~~<~x)/2 cos 0/2

(1.3.7)
~ sin 0/2

Soit U~= {(r, 0, 0) 0 ~ 0 <ir} C IR~x ~2 et soit la sactions~: U—*P définia

par

cos 0/2
(1.3.8) s÷(r,0, ~) =

isin0/2 e~’

La trivialisation locale correspondantaest obtenueparP3 p = (r, ~) (x, z+)
oü

(1.3.9) z~=

Ii est immediatde montrarquas~aast axactemant(1.1 .4).

4.§ SYMETRIE DE ROTATION

Un autraaspectdu champdu monopole qua las physiciensont Ionguamant
apprécié[35] ast qua,malgréIa symétriaparfaite du champ,Ia potantiel-vactaur

n’estpasinvariant parrotations.La definition corractad’un champdejaugesymé-
triqua est plus subtile:un champda jaugedonnéparun potentiel-vacteurA ast

appeléan effet [17, 18] symétriqueparrapporta una transformationinfinitésima-
Ia (champde vactaurs)X si le changementdeA peutétrecompenséparune trans-

formationdejauga:

(1.4.1) L~A=da

cc qui s’écrit aussi

(1.4.2) IF(X, . ) = —du

avacla notation

(1.4.3) u = A(X) —a.

C’est bian Ia casdesrotationspour la champdu monopole.Une rotation infini-
tésimala ast donnée par

(1.4.4) X(x) = w x x (.‘ E JR3 so(3))

(1.4.2)a danscc caspoursolution

(1.4.5) u =—gx~w/IxI.
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Ces formules possèdentuneinterpretationgéométriqua[19, 20]. Considérons
an effet

(1.4.6) = (X(x), (— fe/h) a z).

Las règlasde transformationdu potential-vactaursousl’action d’une transfor-

mation dejaugeimpliquent desrèglesanaloguespoura dans(1.4.1),cequi montre

a sontour qua(1.4.6) définit un champda vecteurs~surF.Ce champda vacteurs

est invariantparl’action de U(l) at vérifie, comptetenuda(1.2.2),

(1.4.7) LEa = 0.

C’ast la definition géométriqued’una symetriedu champdejauge.Notonsqua
Ia fonction u de (1.4.2)sa reconstruit,puisquada = e F/h, par

(1.4.8) u = (h/e)a(~).

Ca ralèvementpautétreintroduit directement,parune formula puremantgéome-

trique. Soit c E JR un nombrereel arbitraire.La champde vacteursfondamental
associé ~c estdéfini par

d
(1.4.9) ~(p) : = — (pe(~~)r... ~

dt

cc qui s’écrit localement

(1.4.10) ~(x, z) = (0, (icc/h) z).

La comparaisonde (1.4.6) at de (1.2.8)qui donnaIa ralavèmenthorizontal nous
fournit alors

(1.4.11) ~=X+ii

Dans le cas du champ du monopoleIa situation est particulièremantsimple.

Au lieu de racoller des expressionslocales commanousvanons da l’axpliquar,
nouspouvonstravailler directamentsur la fibre P. La ralèvamant d’une rotation
infinitésimalaest an effet associéa I’action da su(2) sur S3 SU(2). Un vectaur

= (wk) de JR3s’identifie a Ia matrica

(1.4.12) w=—— akwEsu(2).
2

La champ de vecteursqui corresponda I’action infinitésimala de su(2) sur
SU(2)s’écrit

(1.4.13) ~(~) = = — —

2
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~ se projatta évidammant sur une rotation infinitésimale da ~2 II laissa d’autre
part invananta La forma de connexion(I.3.4.b). La relêvement quantique ast

finalementla projection da cc ~sur S3/~~.La fonctionf calculéa précedemment

(1.4.5)est retrouvéed’aillaur directemanten utilisant (1.4.8).
Considérons maintanant une particula d’assai soumisa au champ d’un monopo-

la. 11 a ét~ remarqué [35] que l’axpression habitualla 1= xx (—ihV —eA) du
moment angulaira na commute pas avec la Hamiltonian at doit étra ramplacéa

par

(1.4.14) 1=xx(—ihV—eA)—egx/~x~

l’apparition du termesupplémantaira— egx/ x ici est dUea La noninvariancedu
potential-vactaur.Ella représenteLa dontributiondu champde jauge aumoment

angulairaillustrant l’affat appele<<spin da l’isospin>> [18, 20].
Or cette formule s’intarprèta géométriquemant:l’équivanancedes fonctions

d’ondegëométnquas(1.2.4)a pourconsequence

(1.4.15) L~’P= (icc/h) ‘I’

pourtout c E JR(notation(1.4.9)). (1.4.14)deviant,par (1.2.8)at (1.4.10)

(1.4.16) 1’!’ = —ihL
1—’P _ihLil’P = -_ihL~’I1.

Catta méma formula s’appliquc a tout champ da vectaursX sur Q qui est

simultanément
— una isometricinfinitésimale(vacteurdeKilling) pour LamétriquedeQ
— unasymétriadu champdejauga.

L’operateur (1.4.16)— oü ~ est évidammantIa ralèvement(1.4.7) de X — ast
auto-adjointat commuteavac Ia Hamiltonian.

5.§ REMARQUES CRITIQUES

La théoriedes fibres at des connaxionsnousparmat,commanousvenonsde
La voir, d’intarprétargéométriquemantquelquas-unasdes propnétéstypiquas
du monopole.Ella nalas axpliquacependantpas.

Cetta remarquaast valabla en particuliar pourlas symdtries.La règle(1.4.16)
ast d ‘ailleur trop restrictive:ella ne permat de quantifier qua las observables
associéasaux symétriesda l’aspacasaul. Or, il existentd’autra symétriasdécou-
vertasrécemmant[25] qui ne sont,pas de cc type. Ii s’agit dessymetries<<con-
formas>>

(1.5.1) (x, t)-~(e~
2x,e~t) (~ER)
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et

(1.5.2) (x, t) -+ (x/(l — Kt), t/(l — Kt)) (g ER)

appaleas dilatations et expansions (ou transformationsconformes spéciales)

raspactivament.
Cas transformations dependentexplicitementdu ternps at na sont pas,méme

pour t fixé, desisometricsde l’espaca.

Un autre inconveniant de l’approcha <<sans corde>> est qu’alIc na rand pas

transparentle lien entresymétriesclassiquesat quantiques.
La but de cc travail est de presenteruna théorieplus generalesusceptiblede

répondreauxquestionsci-dessus.
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Chapitre II

ACTION CLASSIQUE ET PREQUANTIFICATION

1.§ SYSTEMES ADMISSIBLES DU POINT DE VUE QUANTIQUE

L’ongine da l’insuffisanca da l’approchc <<sans corda>> ast clairemant qu’allc

na tiant pascomptade la dynamiquecomplete.Un tella formulation est fournia,
par example, par Feynman [2 1]. L’objat central a considérerast la propagataur
antra daux points da I’espacc-tamps (x0, t0) at (x1, t1) exprime comma una

integralesur touslas chaminsentrecasdauxpoints:

(11.1.1) K(x1,t1 x0, t0) =fex~[~S(7)]~7

oU S(’y) est l’action classiquecalculéeIc longdu chemin‘y:

(11.1.2) S(y) = ~ey(t), y’(t), t) dt.

Ii est utile da transcrire Ia problèmevariationnel en language géomatrique

[16, 22, 23,24]. ConsidéronsIa variété V : = TQ x JR appeléel’espace d’evolu-

non. Un chemin ‘y arbitraira sa relève a V d’une manièra canonique:5(t) =

= (7(t), ‘y’(t), t) C V. Ii axiste alors une 1-forma 0 unique sur V ayant Ia pro-

priete

(11.1.3) S(7) = f 0

f-v

notammant

a.2
9

(11.1.4) 0 : = — dx1 — ~‘— —- a1 dt
au’ au’

0 est appeleiaformede Cartan du systèma.
Pour une particulesansspin da massem soumisaa un potentialelectromagné-

tique A ~°= mv2/2 + eA v at parconséquant
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(11.1.5) 0 = 00 + eA = m u dx — (rn u
2/2) dt + eA

oüA =A
1dx’.

Las axtrémalasdu problèmavanationnelsonttrouvéesen cherchantles courbes

caractéristiquasdeLa 2-forme

(11.1.6) a= dO.

Catta 2-forme a est ferméa(da = 0) at sonnoyau est,pourdes Lagrangians
reguliars,dadimension1. Ella munit Vd’unestructureprésymplectique.

Dansle casd’une particulechargeadansun champmagnétiquea s’écrit, utili-
sant (11.1.4)

(11.1.7) a = d(mv’ —eA1)dx’—(mu
2/2)dt = dO

0+ elF.

Observonsqua,dans Ia casdu monopola,la 1 -forme (11.1.5)at parconséquant
l’action (11.1.3)sontsinglulièressur la corde.La 2-forme aparcontranedomporte
plus da singularite. C’est pourquoi nous adopteronsla point da vua da Souriau

[16] qui considèraLa variete présymplectique(V, a) commefondamentalepour

caractériserle systémeclassique.

Soit donnéeune telle variété présymplactiquc(V, a). L’equation (11.1.6)

admet,par Ia lemma da Poincaré,unasolution 0 dans tout ouvart contractible

U C V (11.1.3) associea son tour unc <<action classiqua>> a touta solution 0.
ObservonsquacetteactioneSt

— nécassairementLocale, c’est-á-dirc définia pour des courbasantiêrcmant

contenuas dansU;

— en choisissantunesolution localeda (11.1.6)l’action classiqucsarachangéa
engenerald’une manièranon triviale.

II est natural da se demandersi cas faits ont des consequences physiques.
Au niveau puramantclassiqueIa réponsa est negative:las equationsdu mouve-

mantsontexpriméesen tarmasda a at sontainsiinchangéas.

Pourcomprendreles consequencesquantiquesobsarvonsqua,d’après (11.1.1),
c’ast L’exponentialla da l’action, ou plus precisemantle ~<facteurda Faynman>~

(11.1.8) axp — S(y)
[Ii J

quijouaun role décisif.

Observonsqua detteexpressionast toujoursambigüe:an ajoutantunedérivéa
totaladf a unasolution 0 arbitrairenousauronsencoreunesolution.Cattasub-
stitution change l’action par (f(x1, t1) —f(x0, r0)). Mais cc changamantn’a pas

d’effets observablespuisquala factaur da Feynmansara multiplié lors de cette
substitutionparunfacteurdephasequi nedependpa.s du chemin:
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[i 1 [~i 1
(11.1.9) exp I — SI —* c(x1, t1 ~ t0) axp — S~

Lh i Lh J

oU c(x1, t1x0, t0) = axp (i/ti) {f(x1, t1) —f(x0, t0)}.

La facteurda Faynmansaramultiplié parca mémefactaurda phaseat rasta
ainsi equivalenta l’axprassionprécedenta.

Cetteobservationnousconduit ~ appelar(V, a) un systèmeadmissiblepourla
mécaniquequantiquesi la substitutiond’una solution quclconqueparuna autra
modifia le factaurda Faynmandela manièra(11.1.9).

Soiant at ~2 deux chamins qui reliant las daux points de l’aspaca-tamps.
Le quotient des factaursde Faynman associés a ces chamins sara, par (11.1.9),
indépandantdu choix dela forme0. Caci ravianta demanderqua

(11.1.10) axp — 0
Ui)

ait una valaurqui na dependpasdu choix da Ia forme 0 [10]. Réciproquamant,

(11.1.9) découla da catta condition qui, a son tour, possèdeuna formulation
cohomologique[4, 14, 15].

Soienten effet 01 at 02 dauxsolutionsda (11.1.6)surdesouvertscontractiblas

U1 at U2 raspactivamant.Notre lacet peut étra considérécomma la bord de
surfacesdans U1 (rasp.dansU2). L’indépendanceda (11.1.10)du choix de 0 sa
traduit alors,d’aprèsIa théorèmada Stokes,par

(11.1.11) exp[— 1 01= 1 ou (I/2inh) 1
LhJ J )

S
2 S2

Or, par(11.1.7)(11.1.11)implique

ef
(11.1.12) I ~

2irh )S2

Comptc tenu de Ia forma (1.1.2) du champ, cetta formula donne pour Ia
monopoleexactementIa conditionde Dirac (1.1.9)!

La fait qua (11. I .12) soit aussisuffusantepourquaIc systèmesoit admissible
decoularade Ia reformulationgeometriquesci-dassous.
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2.§ PREQUANTIFICATION

SupposonsLa condition (11.1.11) satisfaite. La lemma da Wail [4, 14, 151
assurealors l’axistence d’un fibre principal an carcla W muni d’una connection

w au dassusda V at dont Ia courburaest a/h. Suivant Souriau [16] nousappal-
larons W <<l’espace d’évolution quantique>>, w <<Ia forme quantique>>, le couple

(W, w) La préquantificationda (V,a). Ii résulta da (11.1.12)qua (V, a) ast pré-
quantifiablesi at seulementsi le fibre (P,a) exista.Si Q est simplamant connaxa,
ca qua noussupposaronsdans la suite, las constructionssont uniques. La pré-
quantification(W, w) ast obtenuealorsa partir da (F, a):

(II.2.l.a) W =(V~+Q)*P

(II.2.l.b) w=(l/h)00+a.

(II.2.1.a-b) est la formulation géométriquadu principadu couplagaminimal.
Nous sommesmaintenant an masura de démontrerquelquespropositions.

La facteurda Feynmana ete, jusqua’àpresent,défini uniquamentpour des
courbascontanuesdans la domainaU C V da la forma 0 choisie.Or l’axprassion
(11.1.1) du propagateurnécassiteune definition valabla pour tout ~. Caci ast

possibleda la manièresuivante:Soit ‘y C V unecourbaarbitraira. Sonrelèvcment

borizontal a w passantparw Ein~(y(0))ast l’uniqua courbe~ qui se projette
sur ‘y at dontla vecteurtangent~‘ annulew : ~~‘) = 0.

Choisissonsunesections da W audessusda U C W, at soiant~i?(0) (xe, U0, t0,

- z0),~(l) ~jx1, a1, t1, z1), 0 = (l/h)s*w (1.2.8) (avecA ramplacepar0) montre

qua

(11.2.2) = e~”~ 0 z0.

~1

Catte formula permat d’étendre Ia definition du facteur da Feynmanaux

courbesdont les extrémitéessontcontanucsdansU

(11.2.3) axp — S(’y) : = z0/z1.
Lh i

Catta definition possedelas propriétésraquisasa condition qua la sections
soit une fonction des positions seulas. Une talla sections’idantifia en affat avac
unasectionda P au dassusde Q. 0 auraalors La forma(11.1.5). Si on choisit une

autrasolution0 qui satisfaita casconditions,las dauxpotantial-vectaurssaront
raliés par une transformationda jauga(1.1.12). La facteurde Feynmanchange
lors de cettasubstitution:
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Ii 1 [i 1
(11.2.4) axp I — SI -+(c(x

0)/c(x1)) exp I — SI.
Ui J LI’ J

Ii est facile da caractérisarl’ambiguite dal’action (11.1.3).

Soit en effat q E Q un point de référancaarbitrairaat choisissons,pour tout

x E Q, un chamin ‘y~qui relic q a x. Ecrivons f(x) : = S(’y~).On vérifia immé-
diatemantque,pourun ‘y arbitraira reliant x0ax1,

S(-y) = 5(yl 07 0 — (f(x0) —f(x1)).

Appliquons cettaformula a deux I -formas 01 at La difference des actions
s’écrit, d’aprésla théorèmade Stokes

(11.2.5) ~ ~ = I a + (f2 —f1) ~

iS2

C’ast-à-dira,a un tarma da surfaceprês, l’ambiguité da l’action ast caracterisea

parIa tarme.f~2 a qui, dansla casdu monopola,deviant4ireg [12].

Choisir una solution locale pour (II. 1 .6) raviant a choisir unesectiondc W au
dassus de V. Soit an affat 0 une solution sur un ouvart contractibleU C V. La
restriction da w a U ast nécassairamant contractible la cohomologieda U étant
triviala [4, 14, 15]. Soit c Ia section c(u) = (u, 1).

0* : = c*w ast aussiunasolution da(11.1.6) au dassusda U, at ainsi

(11.2.6) 0 = 0* + (h/i) df/f

00

(11.2.7) f(u) = cxp [(i/h)f — O)*] u EU

s(u) : = c(u)f(u) = (u,f(u)°)est alors una autrasectionde W au dessusda U
et Ic calculmontraqua0 = s~‘w.

3.~SYMETRIES CLASSIQUES ET QUANTITES CONSERVEES

Avant de passera la quantificationpropramantdita nousexaminonsla problé-
madessymétriaset des quantités consarvéas.

La definition habituclle [18] àl’aide d’un Lagrangiense traduit an effat de Ia

manièrasuivanta:una symétrie (infinitésimale) ast un champde vecteursZ sur

l’aspacad’évolution tel qua
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(11.3.1) Lze = dwz.

Un talla transformationlaissala forma a = d 0 invarianta

(11.3.2) Lza = 0

at parconséquantlas equationsda mouvamentsontinchangéas.Nous adoptarons,

avacSounau[16] (11.3.2)commadefinition d’unasymétriaclassique.
La théorêmede Noathar(soit soussa formeconvantionnallasoit soussa forme

symplectique)fournit alors la quantitéeconsarvéa

(11.3.3) = 0(Z) — w~.

Cettafonctionfsatisfaiten affat a l’dquationdu <<moment>> [16]

(11.3.4) o(Z,. ) = —df~.

Or toute solution da cattaequationdefinit un relévementpréquantiqueda Z,
c’ast a dire un champda vactaursT sur W qui ast invariant par l’action de U( 1)

sur W, saprojettasurZ at qui laissaLa formaquantiquainvarianta:

(11.3.5) LTW = 0.

Un tel champde vacteurssaraappaléunesytnétriepréquantique.
La méme raisonnementqu’au chapitra I. s’appliquaan affet a notrecas; il

suffit de ramplacerF para,a parw, X parZ. La symétrie préquantique T s’écrit
localamant:

(11.3.6) T (x, a, t; z) = (Z(x, a, t); (— i/h)w~. z)

cc qui sa traduit anlanguagegéométriquaparIa formula

(11.3.7) T=Z+j~.

Notonsquala ralèvamentquantiquen’ast pasunique:Ia solution de (11.3.1)est,

pour des V simplemantconnaxes,definia a uneconstantaprés. Catta ambiguite
ast toujours présenta Si nousconsidéronsunasymétrieseula.Pourdessymétries

a plusiaursparamètrasle problémadel’ambiguité ast rasolueen termescohomolo-

giquas [14, 16].
La quantitéNoathariennapaut étraraconstruitaa partirdu relèvementquanti-

qua:

(11.3.8) fT = Ii w (T)

on nousavons remplacaf~parfT puisqueIa choix d’un w~(ou d’un ~ ravient
a choisir un relèvamentquantiqua.

Catta théorie abstraitas’appliquaau cas d’une particule chargéesoumiseau
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champd’un monopola.
Las translationstamporallassont par exampledes symétriesauxquellasnos

formulasassociantI’énergiaH = mv2/2.
Un peu plus subtileast la casdesrotations qui laissentla tarmacinétique00

invariant tandis qua le potantiel-vactaurchange salon (1.4.1). (11.3.9) fournit
alorsla momentangulaire

(11.3.9) I=mxrnu_egx/~xj

avec Ia célèbra contribution <<spin de l’isospin>> [18, 20] du champ da jauga
symétriqua.

Mais il exista d’autre symétriasmomsconnues.II s’agit desdilatations at des

expansions(1.5.1 -2) auxquellascorrespondentlas champsdavectaurssur l’espa-
ca-tamps [27]

(11.3.10) x
5(x, t) = (— ~/2 x, —6 t), 6 ER

at

(11.3.11) Xk(x, t) =(— ict x,— Kt
2), ,~ER.

Cas champs da vacteursse relevant canoniquamanta l’aspaced’evolution:

(11.3.12) Z~(x,v, t) = ((— 6/2) x, (6/2) ii, — on), 0 E JR

(11.3.13) Z(x, ii, t) = (— ,t x,— i~(x—v t),— ,ct2)

L~0
0= 0 pour Ia premiertandis quapourle deuxièmanousavons

(11.3.14) L~00=d(—m Ix 12/2 K

La tarma d’interaction ast, par contra, complétementinvariant puisquaces

champsda vectaurssa projettant sur 0 sur la 2-sphere. ParconsequentF(X, .) =

= 0.
Las constantesdu mouvamentsontcalculéaspar(11.3.3):

(11.3.15) D = —mv(x—vt)/2

(11.3.16) K=—rn(x—vt)
2/2 .

Cas expressionscoincidant avac calles da Jackiw [25] si on y substitueIa
valeurda l’energic.

Las mémes quantités conservéesauraiant Pu étra ratrouvéesevidemmant
par la formalismc préquantiqucaussi.Las ralèvamentspréquantiqucde (11.3.13-

14) s’écrivent en effet
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(11.3.17) Ta = (Z~,0) (dilatations)

at

(11.3.18) T~= (Z~, K(—m!X1
2/2)(fl) = (Z,~K(i!nIx~2/2h)

oU Z
5 rasp. Z( dénotant(11.3.13) at (11.3.14) raspectivement, at nous avons

utilisé l’ecntura (II.2.l.a).

4.§ SYMETRIESPREQUANTIQUES

L’axprassion .xsymdtrie prdquantique>> a ete introduite au paragrapheprécé-

dent sans an donnar une justification. C’ast cc qua nous tantons de faire mainta-
nant. Intuitivament, una symétriepréquantique ast una transformation qui
changeIc facteurdeFeynrnana un equivalent.

Soit en effet (V, a) un système admissible at (W, w) sa préquantification.
Considdrons una symétric préquantiqua T at sa projection Z sur V. Cas champs

da vecteursengendrentdesgroupasà’un paramétrcda diffeomorphismas

(11.4.1) h~= axp(t T)

at

(11.4.2) g~= exp (tZ).

Ces transformationssatisfontpourtout t aux conditions

(II.4.3.a) h7w = w

(II.4.3.b) h1 z = z h~, z E U(l)

(11.4.4) i~0 h~=

(11.4.5) g7a= a.

Nous résumons ces propriëtés en disant qua la (pre)quantomorphisrneh1 sa
projette, an un symplactomorphisme(symetrie classique)g1. La forme local

da h1 esttrouvéegraveaux propridtésci-dassus

(11.4.6) h~(u,z) = (g~(u),F~(u)z), (u,z) E V x U(l).

La factaur multiplicatif F,. (u) s’obstiant explicitamant an intégrant (11.3.6):

(11.4.7) ~(u) = axp [— — f w~(g5(u)ds~.

Catte formula nousmontre qua l’apparition du factaurF, ast due a la non-
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-invariancede0 sousl’action dag,..
Considéronsmaintanantun chamin~ arbitrairedont les axtrémitéssontconta-

nuas dans la domaine d’une section. La facteur de Faynman sa calcula, comma
nous l’avons vu au §2., par

(11.4.8) axp — Sey) = —~-

Lh i z1

oü nousavonsconsidéréun ralèvemanthorizontal ~ da y passantpar (7(0), z0)
at dont l’autra axtrémitéast ~(l) (7(1), z1).

Considerons maintanant Ia chamin g,. (‘~‘)V. Son factaur de Faynman sa calcula
par La formula (11.4.8) oü nouspouvonschoisir Ia relèvamenthorizontal (g,.(-y))

- qui passepar h,. (~(0)).Or, las propriétés(II.4.3.a-b)impliquantqu’un préquanto-

morphismapreservei ‘horizontalité:

(11.4.9) (~3~)=

par consequent le facteur da Faynman associe ag,. (‘y) ast

[i 1 F,(’y(O))z0 1~(’y(0)) [i 1
(11.4.10) axpl— S(g,.(7))~= = expl— S(y)I.

LI’ J F~(’y(l))z1 J~(y(l)) LI’ J

Le nouveau facteur de Feynman est relié a l’ancian par un facteur de phase
inobservable. Ccci ast vrai a une restriction prês: le factaur multiplicatif F~na
peut pas dépendre de Ia vitasse.

Comma premiere application étudions las rotations da l’espace. L’avantaga
du formalisma géométriqueast qu’il rand possibleun calcul direct sanspasser

pardesexpressionslocales.
Soit r E SU(2)un rotationarbitraire.Ella opérasur l’aspaced’évolution

(11.4.11) g(x, u, t) = (r(x), r(v), t).

Catta action preservela forme a. Ella présarvaaussila tarmacinétiqueO0~Son
relévamantquantiqueast obtanu parconsequentan relevant l’action de r sur Q

a p. Mais c’ast très facile: SU(2) opéra sue ~3 ~SU(2) parmultiplication matri-

cialla

(11.4.12) ~r r ESU(2), ~ E

cettaaction preserveévidammentIa formc de connection(I.3.4.b). On obtiant

donc

(11.4.13) h(xat; ~) = (g(x. a, t);r ~).

Exprimons la factaur de phase F, dansLa trivialisation locale (1.3.9). Soiant
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(0~,~, x0) at (0k, 0~,x,) las anglesd’Eular da ~ at dar ~respactivement.(1.3.9)

foumit immédiatement[13, 35]

(11.4.14) F, = e~~°’+ x~

Una formule explicite en tarmesdesparamètresdeIa rotation r pautétraobtanue
an utilisant las réglesda compositiondesanglesd’Euler.

Considéronsmaintanantlas dilatationsat las expansions.
(1.5.1)at (1.5.2)se ralèventa l’espaced’évolution

(11.4.15) g~(x,a, t) = (e~
2x, e’-12v,e~t)

at

(11.4.16) g~(x, a, t) = (x/(I — g t), (I — ~ct)v + x, r/( 1 — i~t)).

Las relèvementsquantiquessont obtenusen substituant(11.3.14)dans(11.4.7).

La calculdonna

(11.4.17) h~(x,ii, t;fl = (g~(x,v, t);~)

at

(11.4.18) h (x, v, t; ~) = (g (x, ii, t); ~ e’tm 1x12/2 h(1 - st))

Le facteur da phase est F, = I pourlas dilatations,

(11.4.19) F, (x, v, t) = elml xI~/2h(1 kt)

pour las expansion.
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Chapitre LII.

QUANTIFICATION GEOMETRIQUE

1.§ THEORIE ABSTRAITE

Soit (M, a) una variété symplectiquaat supposonsqu’il exista un fibre an
carcla Y au dassusda M muni d’une connectionw at dont La courburaast a/h.

Una sous-variétéda M ast appaléaisotropa si la pull-backpar l’inclusion da
La forme symplactiquea a la sous-variétéconsidéréast idantiquamantnul. Una

polarisation réelle F ast un fauillataga de M pardessous-variétésiSotropasmaxi-
males.

Soit F una polarizationréella da (M, a). La restrictiondu fibre Y a una fauilla
quelconquada F ast un fibre sans courburaa causeda l’isotropia. Supposons

las fauillas simplamentconnaxas.Soiantm1 at m2 daux pointsarbitrairasd’una
feuilla relies par las courbas at contanuasalias ausSi la feuilla considéréa.
Relavonshorizontalamanta Y cescourbesa travars la mémapoint. La theoréme

da Stokesgarantitqua las ralèvamantsfinissantaumémepointda Y. Ccci parmat
da relavartoute La fauilla horizontalamanten relevantlas courbascontanuesdans
la fauilla. Nous obtanonsda cattamanièreun fauillatagada Ypardessous-varié-
tés maximaleshorizontalas,c’asta dire unapolarisationdePlanck~ [16].

Supposonscasfauillataga sécablasc’ast a dire qua Y/~at M/F sontdesvane-
tés. Y/~astalorsun fibre en carclaau dassusdeM/F.

RappallonsLa definition d’una semi-densitésur una variété [14,30, 34]: Soit

V une vanétéda dimension n. B(V), La fibre desrapérasde V, ast un fibre princi-
pal avec groupe structural GL(n, R) [4]. Una sami-densitéast una fonction
complexea surB(V) tel qua

(111.1.1) a(bg)= datg~”
2a(b),bEB(V),gE GL(n,R).

L’aspacavectorial des semi-densitésa support compactda V est muni d’una
structurepréhilbertiennesi l’on pose

(111.1.2) ~ ~2> = I ~1

‘v

Un difféomorphismaarbitrairaa da V sa relevecanoniquementa un isomor-
phismaA du fibre B(V). La formula
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(111.1.3) (a a) (b) : = a(Ab), b EB(V)

fait opénan a sun les sami-dansités.(111.1.3) définit un opCrateur unitaire sur
l’espacedessami-dansités(puisqueI ~ astunedensitéda V).

Un champ de vactaursZ sun V sa ralèva aussi a B(V) d’una maniènacano-
niqua salon un champ da vactaurs~ qui est invariantpan l’action de GL(n, IR).

La dérivéeda Lie d’une semi-dansitéa est définia commaIa dérivéeda Lie da
la fonction a sur B(V) pan la champ da vectaurs~‘. En particuliar si la variété

considéréaest un fibre an cerclaC au dessusda B, (111.1.3) fait opener U(1)

sun las sami-dansitésda C. Celles qui vénifient la <<condition da circulation>>

(111.1.4) I(a)=za, zEU(1)

sanont appeléaséquivaniantas.En choisissantLa sami-densitésur U(1) définie
pan la mesuneda Haar normalisee(<<dp/2in>>, p étantla variable angulaira),una

semidensité équivarianta de C s’idantifiara avecun produit tansonial

(111.1.5) 4~a

oU 4 ast una fonction équivariantasun C at a est unc semi-densitésun la base
B. Si cattabaseest unavariété riemanniennaorientabla,la racinc canréadal’élé-
mant de volumeV’~~.estune semi-dansité;l’écniturc (111.1.5) (avac a =

panmat d’idantifian las samidansitésavec desfonction équivanantessur Ia fibre C.

L’Ansatz de La quantificationgeometriqueast da considénarI’espacede Hubert
desfonctionsd’onde commacomposeda semi-densitéséquivariantessur

Y -+ ~ fonction équivarianta

(111.1.6) = ~Ia 4 constantasur las feuillcs da~

a semi-dansitésunM/F

Un diffeomorphisme g da M preserveIa polarisationF si l’imageparg dc touta

fauille deF ast contanue dansune feuilla daF.

Soit h un prequantomorphismade Y (definition (II.4.3.a-b)dont Ia projection
g sunM preservela polarisationF. Dariscc cash preserve la polansationdaPlanck

~ puisquatout préquantomorphismepnésarvaI’horizontalité. Un tel préquanto-
morphismase pnojettesalonun isomorphismea da Y/3r qui a son tour Sc projatta

salon un difféomorphismcb dc M/F. En particulier, l’image pan h d’une semi-

-densitééquivanantaqui est constantesur les fauilles de ~ continuea avoin
cas pnopriétés. L’opërataur (111.1.3) s’écrit alors

(111.1.7) ~(I’v) = (4 oh) (b a).

C’est un opérateurunitairesur i~.
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Soit T una symétrieprCquantiquesa projattant sun la symétria classique Z sun

M. Nous dirons qu’alle preserveIa polarisation si les groupasa un paramètra
= axp tT at g,. = axp tZ ont catta proprieté pour tout t (pour lasquelsils

sontdéfinis).

(111.1.8) t-+h,.

est un groupe unitaire a un paramétre de L’observablequantiquequi cor-
respond a Ia symétriapréquantiqueT — oO a l’obsarvableclassiqucf: = hw(T) —

ast la genénateuninfinitesimal da cc groupaunitaire a un panamètra.Or, (111.1.7)
impliquaquac’ast

(111.1.9) f(4a) = —ihLT(~a) = (—ihL~4)a—ihFL1a.

C’ast un operataunassentiellamantauto-adjoint.(X ast ici la projection surM/F

de Z). La formula (11.3.7)implique, compta tanude (1.4.15),qua (111.1.9)s’écnit
aussi

(111.1.10) f(4a) = (—jhL14 +f4) a —ih~L1a.

Soit ~I une fonction constantasur las feuillas d’una polanisationda Pianck
~ qua ast la relèvamantd’una polarisationF da M. (111.1.6) impliqua qua 1

astcovariammantconstantapar rapportdesvacteurstangentsa F:

(111.1.11) L2 4 = 0 VZ tangentaux feuillasdaF.

Soit s unasectionda Y/3~au dessus de M/F. Ella angandreunesection(notéc

aussi s) da Y au dassus daM. Posons, pour una fonction équivariante4, p = s*4.
(111.1.11) axprima alons qua

(111.1.12) Z(p)—(i/h)0(Z)p= 0 VZtangant àF

oU nousavonsdcnit 0 = s*w.
Un quantomorphismah de Y s’écrit dans Ia trivialisation locale associéea la

section s a l’aida da

(111.1.13) h(m, z) = (g(rn), Fh(rn) . z), (m,-2) EM x U(l).

L’opérataun(111.1.7) deviant parconsequent,pour desh qui présarvantla polani-
sation,

(111.1.14) h(~pv)= (J~,. p(g)) . (~ a).

Soit T une symétria pnéquantiquasa projattant salon la symétnieclassique

Z qui preserveLa polarisation.(111.1.10)deviant
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(111.1.15) f(pa) = (—ihL~~p— 0(Z) ~ + fp)a — ih~pL~a.

2. § REALISATION SUR L’ESPACE D’EVOLUTION

La théorie abstraiteexposéeau paragraphaprecedentpaut étna rëaliséasun
l’aspace d’évolution (V, a). SupposonsIa fauilletage caractenistiquade a dans

V seeable at considdrons la quotient

(111.2.1) M := V/kera

M, muni da la structuresymplactique induita, est une-vaniété symplectiquc.
SouniauI’appalla la variétédesmouvements.

Soit (V. a) admissibledu point da vuequantique,at soit (W, w) sa pnéquantifi-
cation. Considéronsla fauilletaga caracténistiquade Ia forme quantiquew dans

W. C’ast un fauilletaga unidimensionnal;sescourbes intagralessont las rclèva-

mants horizontaux ~ W des courbes canactéristiquas de a dans V. Etant donné
qua l’action da U(l) sur W preserveIahonzontalité,la variété

(111.2.2) Y: = W/kar w fl kardw

ast un fibre an carcle áu dessusdaM. La formew passeau quotientpanconstruc-

tion. Ella y définit une forme de connaxion qua nousnotaronsencorec.~’.La
counbune de w est a/h. (Y, ~) deviant ainsi unc préquantificationde (M, a).

Si M ast simplament connaxa cc qua nous supposerons désormais, (M, a) n’admat

qu’unc pnequantification.
Soit Z unasymetriaclassiquasur V. Ella se projettesalonun champdevacteurs

sun M quanousnoteronsencoreZ at qui satisfait aussi L~a= 0. D’una maniere
analogueuna symétria prequantiquaT sun W sa projetta sun Y a unachampda
vectaunsT qui ast invariantpar l’action da U( 1) sunYet vénfia LTW = 0.

Las moments— solutions da (11.3.4)— calculés sun V ou sur M coindicent
d’aprèsIa theoremeda Noethar.

Las faits ci-dessusjustifiant Iaterminologia anticipéa.
Un espacede phaseest unasectionda V a tempsconstant.L’application qui

fait corraspondraa un point da V la mouvemantclassiquapassantpar cc point
ast una applicationdifferentiableda sunM. Sarestriction surun aspacade phases
n’ast pasnécessairamantsurjactive:on laissaéchapparlas mouvamantsqui seraiant

déjà finis ou pas encorecommences.C’ast la cas en particulier d’une particula
chargéadansla champd’un monopoleoU il existentdeschutessunIa monopole.
La structureglobalada Ia vaniétédes mouvamentsn’ast pasconnuadansca cas.
Nous axcluonslas chutesclans Ia suite at considéronssaulamentIa sous-variété

ouvertadesmouvamantsétarnelsquanousnotaronsencoreM.
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L’étapasuivantaast da choisinunepolarisationnéalla.Posons,poun tout q E Q,

reuniondesmouvamentsclassiquasqui
(111.2.3) F : =

passant par q a l’instant t = 0

PROPOSITION.F : = U {F~,I q E Q}est unepolarisationréelle.

Demonstration. Soit (x, a, t) E V arbitnainaat considénonsIa mouvamantclassi-
quaunique 7 qui passepan ca point de V. L ‘evolution classiqueast l’application
U(x, a, t) = y(r). U7 est un difféomorphismada V qui laissainvariantala forma
a : (U7)*a = a. La fauilla ast alons l’imaga pan U,. : t ER de la sous-vanété

{(q, . , 0)}. En particulier,

(111.2.4) ~x,v,t)F,i = (U,.)~
7~q,vo,0)~j

ast a son tourangendnepara/aan Ken a at parconsequenta(X, Y) = 0
pour toutX, Y tangent~ ~(q,a

0, 0). Mais (111.2.4)implique alors,comptatenu

da I’invariancada a par U~,qua a F,, = 0. En d’autratarmcsF,, ast isotropa.Mais
ella est aussi maximala puisqua ella a dimension (n + 1) oü n = dim Q. Ayant

exclu las chutesnousavonsainsi un feuilletagaisotropaat maximal.
La polarisationda Planckcorraspondanteast obtanueen relevanthorizontala-

mant las courbascontanuasclanslas feuillas da F:

(111.2.5)

Obsarvons qua las feuillas de F sont an bijection avac las points de Q, ca qui
parmatd’idantifiarM/F a Q ~<àl’instant 0>~.

ConsidéronsmaintanantLa fibre principal W/.~.Sa classada Charn est donné

par Ia classade cohomomogiaa/h. Or, (11.17) montra qu’ella ast identiquaa
celia da e F/h qui ast,a sontour, Ia classada Charnda P. Par consequentW/.~
astisomorphaaP.

Supposonsqua l’aspace de configuration Q ast una variétë riemannienne
oriantablapossédantainsi un élémantda volume dq ~\/ã~est unasami-dansité
sunQ. Soit ~F l’application V -+ Q qui fait corraspondnaq auxpointsda la feuilla

I~.Nous choisirons la semidansité

(111.2.6) a : = p(V’ã~)

sunV/F~M/F.Las fonctionsd’onde(III.l.6)deviannentalons

W -+ C équivanante

(111.2.7) 1 a 1 constantasur las fauilla da (111.2.5)

a est donné pan (111.2.6)
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Soit h un quantomorphismade (W, o.) sa projattant salon Ia symplectomor-
phismag da (V, a). Si g (rasp.h) preservela polarisation(da Plank)F(rasp.3~),
ils sa projattant scIon un diffeomorphisma b (rasp. un isomorphismada fibre a)

surM/F Q (rasp.W/~ F). L’operataununitaireassociés’écnit

(111.2.8) h(4 . a) = (4 oh) . (j(a)) = (CF oh) . (p~(V~~)).

Da manièrasimilaira, considéronsunc symetriapréquantiquaT da W talla que
= axp t T preservela polarisation.Soit son <<momentquantiqua>>f =

Z sa proj~ectionsur V. T (rasp.Z) sa projattantalorssundeschampsdevactaurs
~ (rasp. X) sue Pz~W/~ (rasp. Q ~M/fl. L’operateur auto-adjoint (111.1.9)

deviant

a)= (—ihLTCF) a—ihCF .L(v)=

(111.2.9)

=(ihLTCF) ~v—ihCF
L’idantificationW/~z~Ppermatde calcularcasopérataurssunP.
Las fonctions équivanantessun W qui sontconstantassunlas feuillcs da ~ sont

en affet las imagesréciproquasdes fonctionséquivariantcssur P. Las operatcuns
(111.2.8)at (111.2.9)deviannantalors

(111.2.10) i(’I’’J~j) = (‘1’ oa) (~(‘~./~))

at

(111.2.11) fN’V~)= ~

Ces formulas rassemblanta callas du Chapitra 1. En particuliar, si X ast un
vactaurde Killing pour Ia metriqueda Q, L~\/ã~= 0 at (111.2.11)ast formelle-
ment idantique (a la sami-dansité\/~i~prés)a (1.4.16). Mais na noustrompons

pas. La champ de vecteurs~ n’ast pasnéccssairementla mémequ’au chapitnaI.
Ils sont identiquesseulemantsi Z, Ia ralèvamentcanoniquede X a V laisse inva-

rianta Ia forma cinetiqua0~at ast simultanémant una symetnie du champda
jauge. Si cas conditionsne sontpasvérifiées,commac’ast le casdesexpansions
(voir paragraphasuivant) la ralèvamantdirect de X par rapporta a ast different

da la projection da T par W -÷ P. Cettadistinctiondeviantapparanteda Ia formu-

lation locale.
Soit en affat s unesectionlocaledaPau dassusde Q. Ella angcndreunc section

localede W au dassusde V quanousnotaronsaussipars.Définissonslas fonctions
d’ondaclans lajauges par

(111.2.12) ~1i(g)= ‘P(s(q))
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et

(111.2.13) p(x, a, t) = CF(s(x, a, t)).

Soit (x, a, t, z) E V x U(l) arbitnaira at considénonsla mouvemant classique
unique 7 qui passepan (x, v, t). Soit ‘~ son relevamant horizontal qui passepar

(x, a, t, z). ~ (0) (q, a0, z0)oU

(111.2.14) z0 = exp — S(x,a, t) z
Lh J

Ia fonction S : V —~C ici ast l’action classique calculea Ia long da ~ antra las

dates0 at t.

Las points de V sont des classesd’équivalancasde points da W oü (x, a, t, z)

ast équivalanta a (x’, a’, t’, z’) si (x, a, t) at (x’, a’ t’)sont surlemémamouvamant

classique~ at z’ = axp [(—i/h) J~0]z.

La projection W -÷P s’écnit localement

(111.2.15) ~ (x, a, t,z) (q,axp [~S]z).

II est instructif d’établin Ia correspondenceantrelas fonctionsd’ondeusuallas
(111.2.12)at cellas da (111.2.13). La fait d’étrc constantasur las fauillas donna,

comptetanuda l’equivarianca,

z~‘(x, a, t) = CF(x, a, t, z) = CF(~?(0))= CF(q, v~,0, z0) =

= z~~p(q,a, 0) = z0p(q).

En résumant,de (111.2.14)nousobtenons

(111.2.16) ~(x, U, t) = axp[—S(x,a, t)] ~(q).

Catta formula permat d’intarpreter la quantification géométriquacomma
unerèglapour étendralas fonctionsd’ondaa l’espacad’évolution.

Soit T unesymétriepréquantiquesun W et soit Z sa projection sunV. Locale-

mant

T= Z,— —wz
h

Si Z preserveIa polarisationF, l’opénateur(111.1.9) (ou (111.2.9) s’écrit locale-

mant
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(111.2.17) f(~pv) (_ihLz~p+ (— 0(Z) +f)~p)a—ih~pp~(L~~./ã~)

En y substituant(111.2.16)at en utilisant

Lzs L~(f0)=fL~0 =fd(0(Z))_f a(Z, .~ =

0(t)(Z(’y(t))) —

(puisqua-~‘E kar a, y étant un mouvamantclassique),on obtiant

(111.2.18) f(iJi~/~)= (ihL~ ~,1I+ (_ 0(Z0) ~

onnousavonsecritZ0=Z(.,., 0),f0=f(., ., 0).

Comparons(111.2.18) at (1.4.6): tandisqua dans (111.2.18)Ia terme multipli-
catif est

W0 0(Z0)+f0 Lz01,.o

dans (1.4.6) on a obtanu

ea = e(—A(X)+ u) = e LEA.

Ccci montra quacastarmassont idantiquassaulamantsi L~0~I~= 0 = o~puisque
0=00+ eA.

Similairamant, considéronsun préquantomorphismah sa projettant sun le
symplactomorphismag qui pnéservcla polansation.(111.2.8)sa traduit en termes
beauxdonnant

(111.2.19) l(~pv)= (F~~pog) (ia)

oO nousavonsutilisé (11.4.6) at l’equivaniancadela fonctiond ‘ondegéometriqueCF.
La formula corraspondanteen tarmasde fonctionsd’ondausuallas(111.2.12)

at obtenuaàl’aidada (111.2.15):

(111.2.20) ui(~V’ã~)(q)= (exp[~ S(g(q,a,0))]I~(q,a, 0)~ (b (q)))(~V’~)

ou b ast la projectionsueQ dag: V —* V.

3.§ APPLICATION: LES SYMETRIES CACHEES DU MONOPOLE

Considéronslas dilatations (11.3.10) at las axpasions(11.3.11). ElIas sont,
comma nous l’avons vu, des symetriasciassiquas.Or alias presenvantaussi Ia
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pobarisation (111.2.3). En affat, l’image panun symplactomorphismad’una counba

caracténistiquede a est encoreuna counbecaractéristiquc.Par consequentpour
qua la polanisationsoit presarveail suffit qu’alla la soit a un instantarbitraina,~
t = 0 parexample.Mais c’estvrai:

(111.3.1) F -+F pour unedilatation
q (e/q)

(111.3.2) F,, -+ F,, pouruneexpansion.

D’après(11.3.14)

(111.3.3) d~~ : = L~,0 j, = 0 = 0

at

(111.3.4) dw~I~= = — 0(Zk ) I,. = ~+f ~ = = d(—mq
2/2).

D’autra part

L~,(dq)= L( ,/
2)q(dq1 A dq

2A dq3) = — 30/2dq

at parconsequent

(111.3.5) L~,\/~i~= — 3

at

(111.3.6) L~v’~i~=0
puisqueX,~(q,0) = 0.

La formula 111.2.18nousfoumit alors

ih 3
(111.3.7) D = — ra/~r+ —

2 2

(111.3.8) R= m r2/2

oü nousavonsécrit r = q . Ces formulas sont idantiquas ~ callastrouvécspan

Jackiw [25].
Notonsan particulien qua Ic relèvemant da X~ = 0 sun P par rapporta a

davraitétra

(111.3.9)

avac Un c E JR arbitraine.La projection surP W/3~~da la symétriapréquantique
Tcst,parcontre,

(111.3.10) —(mr2/2)K .
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Notons qua Ia Hamiltonian — l’obsarvablaquantique associée aux translations

tamponallas — na peut pas étna calculé pan(111.2.18),étant donné qua las transla-
tion tamporellesne présanvantpas lapolanisationchoisia.

Indiquons finalament qua las opénateunsunitaines associésaux dilatationset
expansionsfinias sont obtanussoit en intégrant (111.3.7 - 8) diractament,soit

an substituant(11.4.17- 18) dans(111.2.20):

(111.3.11) e”~”~,1i(q)= c
3”4 ~Li(e”2q)

(111.3.12) e’~ Ih~(q) = e1~mq2/2h~(q)
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